Métodos topoldgicos en el andlisis no lineal
Clase 9 - 5/10 (versién preliminar)

De la topologia a su mesa

En la clase previa hemos construido una herramienta poderosa: el grado topolé-
gico. Y ahora, ;qué hacemos con este grado que supimos conseguir? La re-
spuesta es clara: aplicarlo para resolver diversos problemas. Pero la intenciéon
es que se trate de problemas genuinos y no ‘fabricados’ para la ocasién: no sea
cosa que nos acusen, como suele decirse, de andar con un martillo buscando
clavos.

En primer lugar, una pequena digresién para responder una de las preguntas
de la tltima clase (uno se debe a su publico): jpara que sirve la propiedad de
escisién? Con esta idea en mente, vamos a revisitar (como suele decirse) un
ejemplo de aquellos buenos viejos tiempos de la prictica 1: dada g € C1(R)
acotada tal que g(0) = 0y [(2k — 1)7]? < ¢/(0) < [2k7]?, el problema de
Dirichlet

W)+ g(u() =0, u(0) = u(1) =0

tiene al menos dos soluciones no triviales. Como shooteadores expertos, sabemos
ya que si S(A) := u(1), donde u es la solucién del problema con valores iniciales
u(0) = 0,u/(0) = A, entonces S es continua y ademds S(R) > 0 > S(—R)
para cualquier R suficientemente grande. No es por pavonearnos, pero con
todo el lenguaje que adquirimos ultimamente, podemos encontrar otra forma
de expresar esto:

deg(S, (—R, R),0) = 1.

Esto nos dice que S tiene al menos un cero entre —R y R, lo cual es una
auténtica bobada porque ya sabfamos que S(0) = 0. Miremos ahora el operador
de shooting Sy, correspondiente al problema linealizado

u”(t) + au(t) =0,
donde a = ¢’(0). Como a > 0, la solucién del problema de valores iniciales es

A
ur(t) = %sen(\/at)
de modo que Si(A\) = Cy A, donde C, = % # 0. Y ahora, sepa el lector
acotar: veremos que para || < r chico, las soluciones del problema original se



parecen a las del linealizado, de manera tal que
deg(s7 (*Tv 7”),0) - deg(SLa (773 7”),0) (1)

En efecto, escribamos g(u) = au + R(u) y dado € > 0 fijemos § > 0 tal que
|R(u)| < e|u| para |u| < . Por la dependencia continua, existe r tal que si u es
solucién del problema de valores iniciales con |A| < r, entonces |u(t)| < & para
todo t. Multiplicando por u’ e integrando, se obtiene

u' ()% 4 au(t)? = A2 — 2p(u(t)) < A? + eu(t)?,

donde p(u) := fou R(s)ds. jGran noticia! Esto dice que

u(t)] < c|Al,

a

donde ¢ depende solamente de a: por ejemplo, si elegimos € < 3, entonces

podemos tomar ¢ = % Por otra parte, si ur es la solucién del problema

linealizado con los mismos valores iniciales, tenemos que
(u—uz)" () = alu — ur)(t) — R(u(t)).

Como vale |R(u(t))| < e|u(t)] < ce]A|, un siempre eficaz Gronwall nos corrobora
que para todo t
u(t) —ur(t)| < CelAl,

donde, como antes, la constante C' depende solo de a. Si evaluamos en ¢t = 1, lo
anterior dice que

[S(A) = SL(N)] < Cel A

En particular, tomando Ce < C, se deduce, Rouché mediante, que vale (1).
Pero la hipotesis sobre a fue estratégicamente elegida para que C, < 0, asi que
vale

deg(S, (—r,7),0) = —1.
Y ahora, un poco de escision:
deg(S, (7R7 R)\(*Ta 7‘),0) =1- (71) =2,

asi que ademads de la trivial (cuyo valor inicial vive entre —r y r) hay al menos
otra solucién. Pero no hay dos sin tres: recordemos, en efecto, que el grado en
un intervalo solo puede ser 0 o 1, asi que la dnica posibilidad es:

deg(S, (—R, —r),0) = deg(S, (r, R),0) = 1.

En otras palabras, ademas de la solucién trivial hay una con valor inicial entre
—R y —r y otra con valor inicial entre r y R. Como quien no quiere la cosa,
notemos también que gracias a la dependencia continua (y a la continuidad del
grado), si ahora queremos resolver el problema

u”(t) + g(u(t)) = p(t),



para ||p|leo chico el grado del correspondiente operador de shooting S, va a ser
el mismo que el de S y, en consecuencia, también hay 3 soluciones. Por otra
parte, uno puede usar la continuidad del grado en la tercera coordenada para
observar que el problema con condicién de Dirichlet

w(©0) =0, u(l)=y
también tiene tres soluciones si |y| es chico.
Ejercicio: Sea g : R"” — R" de clase C! tal que
(g(u),u) <0,  |ul=R.

1. Probar que el operador de Poincaré asociado al sistema u'(t) = g(u(t))
estd bien definido en Br(0) y vale

deg(I — P, Br(0),0) = 1.
2. Poner alguna condicién sobre Dg(0) para que valga
deg(I — P, B,-(0),0) = —1

para r chico. Sugerencia: jservira de algo la forma de Jordan? Plan B:
si no sale, pensar primero el caso Dg(0) diagonalizable.

3. Deducir que si ||p||loo es chico entonces el problema T-periédico para

u'(t) = g(u(t)) + p(t)

tiene al menos dos soluciones.

Observacion 0.1 ;Serd cierto acd también que no hay dos sin tres? La
pregunta es delicada y lleva a hablar de genericidad en el sentido de Baire:
lo que se puede ver, en efecto, es que el conjunto de funciones p de norma
chica tales que hay solamente 2 soluciones también es ‘chico’, es decir: de
primera categoria. Claro que esto requiere usar un resultado que extiende
el lema de Sard a dimension infinita: el teorema de Sard-Smale [1]. Para
fijar algunas ideas (que vienen bastante sueltas) pensemos en la siguiente
situacion: la funcién compleja f(z) = 2™ tiene grado n respecto de 0 sobre
B,.(0) y, sin embargo, se anula solo una vez. Sin embargo, si nos movemos
un poco del origen la ecuacion 2z = w tiene n soluciones distintas en
B.(0), de modo que el conjunto para el que hay menos de n soluciones es
chico. Mds en general, si f es suave y vale deg(f,Q,y) = n, entonces por
el lema de Sard resulta que para casi todo valor w cercano a y la ecuacion
f(x) = w tiene al menos n soluciones. A modo de curiosidad, cabe decir
que en este caso ‘chico’ es en el sentido de Lebesgque y no siempre coincide
con otras pequeneces: por ejemplo si escribimos Q = {q, }nen el conjunto

~ 1 1
nu (qn—qun+2m+n>

m=0neN



es grande en el sentido de Baire, aunque al calcular su medida de Lebesgue
vemos que nada, nada queda en tu casa natal.

Al igual que este ejemplo, el lector puede “revisitar” todos los casos que
resolvimos mediante shooting y examinarlos bajo la quieta luz de un grado. Pero
por el momento vamos a volver a la senda puramente topoldgica para demostrar
a toda prisa el teorema de Brouwer y equivalencias como corresponde para la
bola unitaria B C R™:

Teorema 0.2 (Brouwer) Sea f : B — B continua, entonces f tiene al menos
un punto fijo.

Demostracidn: Si f no tiene puntos fijos en el borde, definimos g(x) = = — f(x)
y la homotopia
h(xa )‘) =T — )‘f(x)v

que no se anula en 9B. Luego
deg(g, B,0) = deg(ld, B,0) = 1,

lo que prueba que g se anula. O
Tal vez, para variar, alguien prefiera demostrar Poincaré-Miranda de manera
directa:

Teorema 0.3 (Poincaré-Miranda) Sea f: [—1,1]" — R™ continua tal que
filer, ..o, =1, .0,2n) SO0 < fi(z,..., 1, 0 2p)
para todo j. Entonces f tiene algun cero.

Demostracidn: Si f no se anula en el borde de © := (—1, 1), definimos h(x, ) =
Af(x) + (1 —X)z. Sea x € 09, entonces h(z,1) # 0. Por otra parte, existe j tal
que z; = %1, luego hj(z, ) = A\f;j(z) + (1 — X)x; # 0 para A < 1. Esto prueba
que la homotopia no se anula en 92 y entonces

deg(f,Q,0) = deg(Id,Q,0) = 1.

O

Pero la que bate todos los records de velocidad es la versién que dice que no

hay retracciones: dada 7 : B — OB continua, su grado es 0 porque no se anula.

Pero entonces no puede coincidir en el borde con la identidad, cuyo grado es 1.

Por supuesto, nobleza obliga, también tenemos que dar una versién general
del teorema de Rouché:

Teorema 0.4 Sean f,g:Q — R" continuas tales que

|f(x) —g(2)] < |g(x)] e o

Entonces deg(f,,0) = deg(g,,0).



Demostracion: En primer lugar, es claro a partir de la hipétesis que g y f no se
anulan en 052, asi que los grados estan bien definidos. Pero ademds tampoco se
anula sobre 92 la homotopia h(xz,\) = A\f(z) + (1 — X\)g(x), para A € [0,1].
O
Hay quienes prefieren otras versiones méas generales, como el teorema de
Easterman, que caus6 gran furor entre los paseadores de perros:

Teorema 0.5 Sean f,g:Q — R" continuas tales que

[f(z) —g(@)| <|f(2)] +g(z)| =€ 0.
Entonces deg(f,2,0) = deg(g,2,0).

La demostracion queda como ejercicio. Respecto de la interpretacion geométrica
(es decir, canina), la cuestién es polémica: (no es cierto que un lado de un
tridngulo es siempre menor que la suma de los otros dos? Precisamente, la
hipétesis previene contra la tnica situacion en la que la desigualdad estricta
podria fallar: que el d4ngulo entre f(z) y g(z) sea, lisa y llanamente, un dngulo
llano. En otras palabras, lo que se pide es que el origen nunca quede entre
el perro y el paseador: esto se puede expresar de manera equivalente en una
versién no cuantitativa, que nos hace pensar en esos perros (siempre ajenos) tan
bien entrenados que salen a pasear sin correa. Y, de paso, en esta formulacion
podemos pensar que el arbolito en torno al cual gira el perro no es el origen sino
cualquier punto y:

Teorema 0.6 Sean f,g:Q — R" continuas tales que

y ¢ [f(x),g(x)] xecoQ.
Entonces deg(f,Q,y) = deg(g,Q,y).

Aqui la notacién [f(z),g(x)] expresa el segmento entre f(z) y g(x), que
se puede escribir como el conjunto de todas las combinaciones convexas entre
dichos vectores, lo que nos muestra qué homotopia hay que tomar para seguir.
En otras palabras, se pide que sobre el borde g y f no se anulen y ademads g # r f
para r < 0: de esta forma, el resultado se puede ver como una generalizacién
del teorema de Rothe que mencionamos en la clase 4.

Usando cualquiera de las versiones anteriores, o bien “derecho viejo” la ho-
motopia de siempre, vemos que el grado de una funcién depende solamente de
su valor en el borde:

Teorema 0.7 Sean f,g : Q — R™ continuas tales que f(x) = g(z) # y para
todo x € 0. Entonces deg(f,Q,y) = deg(g,Q,y).

Esto muestra que, finalmente, podemos entender una idea intuitiva de lo
que significa el nimero de vueltas de un campo continuo ¢ : 92 — R” respecto
de un punto y ¢ ¢(09): alcanza con extender de un tietztazo (?) ¢ a una

funcién continua f : ) — R™ y definir dicho ntimero como deg(f, €, y). Esto es



conocido para quienes hayan estudiado algo de homologia: por ejemplo, se puede
pensar directamente en el grado de una aplicacién continua entre variedades,
reemplazando ¢ por ¢(x) := @gg:z‘ , que claramente es homotopica a ¢ y tiene
la delicadeza de caer siempre sobre la esfera S™"~! C R”. En particular, si Q es
suave se puede considerar el campo v : 92 — R™ dado por la normal exterior.
Un teorema de Hopf prueba que su grado coincide con la llamada caracteristica
de Euler de Q, que generaliza el conocido numerito V' — A + C' para poliedros

de R3, que vale 2 para poliedros convexos (es la férmula de Euler-Descartes).

Digresion: Un ejercicio interesante consiste en probar que vale una suerte
de reciproca de la propiedad de solucién: si deg(f,Q,y) = 0y Q es conexo,
entonces existe una funcién f que coincide con f en 99 tal que f(z) # y en
Q. A decir verdad, no hace falta ser tan prolijos: alcanza con encontrar una
tal f que sea homotdpica a f, sin preocuparnos por que tome exactamente los
mismos valores en el borde: si tomamos un abierto ). cercano a €2 tal que
Q. C Q, podemos tomar una funcién continua 7 : Q — [0, 1] tal que h = 0 en
Q. y h=1en dQ (;cémo anda, don Urysohn?) y definir h(z,n(z)), que vale
f en . y f sobre 092. En definitiva, se puede suponer que f es suave y que y
es un valor regular. Ya que estamos, podemos suponer también y = 0. Como
deg(f,Q,0) = 0, se deduce que f tiene un ndmero par de ceros, la mitad de
ellos con jacobiano positivo. Entonces se puede reducir al caso en que f tiene
solo dos ceros, ya que uno puede ir agrupando tales ceros de a pares, eligiendo
siempre jacobianos de signos positivos y colocando “parches”. Este ultimo caso
hay que pensarlo con un poco de cuidado; puede ayudar bastante el hecho de
que via homotopias alcanza con suponer que cerca de cada cero la funcién es
lineal y de esta forma se hace maés fécil cancelar ceros.

Esto permite demostrar un resultado de lo mas simpético: supongamos que
Q tiene la propiedad del funto fijo (fpp), es decir: toda funcién continua de
f: © — Q tiene un punto fijo. Entonces su caracteristica de Euler es distinta de
0. Una manera de ver esto (suponiendo que OS2 es suave) consiste en extender la
normal exterior a un campo suave ¢ definido en un entorno de Q. Consideremos
ahora el problema

u'(t) = —g(u(t)), u(0) = ug € Q.
Si u(to) € 02, entonces

(W (to), v(u(to))) = (=g(ulto)), ¥ (u(to))) = —(v(ulto)), ¥(ulto))) <0,

lo que muestra que las trayectorias se mantienen siempre dentro de Q. En
particular, el operador de Poincaré estd bien definido y vale P(Q) C Q. De
esta forma, por la fpp existe al menos una soluciéon periédica. Hasta aqui,
todo normal, hasta que reparamos en un detalle crucial: en ningiin momento
dijimos quién iba a ser el periodo T. Lo que ocurre es que el razonamiento
anterior vale para cualquier T', asi que podemos tomar 7;, — 0 y respectivas
soluciones T-periédicas u,. Tomando una subsucesién, podemos suponer u,,(0)
converge a cierto ug y usando Gronwall es inmediato probar que w, converge



uniformemente por ejemplo en [0, 1] a la solucién con valor inicial ug. Ahora,
dado t > 0 podemos elegir k,, € N el maximo tal que k,,T;, <t y escribiendo

t t

9(tn(5)) ds = un(0) - / 9(un(s)) ds,

knTy

tn(£) = 1 (i T) — /

knTn

al tomar limite se deduce que u(t) = up. En otras palabras, u = ug y g se anula
en ug. Como la extensién g es arbitraria, se deduce que el grado de v es distinto
de 0. (]

A continuacién veremos una pequena bateria de teoremas topoldgicos que
se demuestran con facilidad usando el grado de Brouwer. En primer lugar,
aclamado por multitudes, llega el teorema de la bola peluda:

Teorema 0.8 Sea f : B — R" continua con n impar. Entonces existe x € OB
tal que f(x) = rx para algin r € R.

Demostracidn: Si f(x) # rx para todo x € B y todo r, podemos definir las
homotopias

que no se anulan en 0B. Luego
deg(f, B,0) = deg(+Id, B,0) = (1),

lo que es absurdo porque n es impar. O

La interpretacién pilosa es bastante obvia: si intentamos peinar -por poner
un ejemplo- un coco, entonces algin pelito va a quedar perpendicular al plano
tangente. Justamente esta referencia (al plano tangente, no al coco) hace pensar
en otra versién muy popular entre los practicantes del volley playero: siempre
hay un punto sobre la superficie terrestre en el cual no sopla el viento. En otras
palabras, no hay campos tangentes nunca nulos definidos sobre S”~!, cuando n
es impar.

Hablando de imparidades, hay otro teorema conocido que expresa un hecho
intuitivo aunque bastante profundo:

Teorema 0.9 (Borsuk) Sea @ C R™ un abierto acotado simétrico respecto del
origen tal que 0 € Q. Si f: Q — R™ es continua e impar tal que 0 ¢ f(99Q),
entonces deg(f,$,0) es impar.

Demostracion: En primer lugar, observemos que f se puede aproximar por una
funcién suave e impar: alcanza con tomar cualquier funcién suave g tal que
If — glloo < &y definir §(z) := W, que es impar y vale [|§ — flleo < €.
Luego, se puede suponer que f es suave. Si 0 es valor regular, entonces el
resultado es claro porque f tiene un numero impar de ceros. Finalmente, si
tenemos la mala suerte de que 0 es valor critico, lo podemos regularizar de la
siguiente manera. Por empezar, sumando un término Az, donde A es una
matriz apropiada, siempre se puede suponer que Df(0) es inversible. Luego,



dados © = {z € Q : 21 # 0} y un valor regular y* de la funcién g(z) =

% en (1, definimos f!(z) := f(z) — z3y' Por el lema de Sard, y' puede ser
1

arbitrariamente chico, de modo que deg(f!,Q,0) = deg(f,,0). Por otro lado,
si z € Q es un cero de f!, entonces vale g(z) =y y Df'(z) = 23 Dg(x).
Esto prueba que 0 es un valor regular de f! en ;. Inductivamente, elegimos

k
un valor regular y**! de xf— en Q41 cercano a 0 y definimos f*+!(z) =
k+1

fF(x) — 23 y**t, de modo que 0 es valor regular de f* en Q y deg(f,Q,0) =
deg(f*,9,0) para todo k. Veamos que 0 es valor regular de f™ en 2. En efecto,

si f(x) =0, entonces D f(z) es inversible cuando x € Q,,. Si ¢ ,,, entonces
ff@)=f""Yx),  Df'(z)=Df""}(a).
Repitiendo el razonamiento, si  # 0 entonces f"(z) = f/(z) y Df"(z) =
Dfi(x), donde z; es la ltima coordenada no nula de z. Como z € §2;, sabemos
ya que Df7(x) es inversible. Finalmente, para x = 0 vale Df™(0) = Df(0), que
también es inversible.
O
Y quien dice Borsuk también dice Ulam, recordando otro teorema apto para
interpretaciones meteorolégicas: en todo momento existe en la Tierra un par de
puntos antipodales con la misma presiéon y temperatura.

Teorema 0.10 (Borsuk-Ulam) Sea f : S™ — R™ continua. Entonces existe x

tal que f(z) = f(—x).

Demostracidn: Supongamos que ¢(z) = f(z) — f(—=) no se anula entonces
podemos extenderla a B1(0) C R"*! de la forma

() :—{ ol () siw 0
0 siz=0.

Identificando R™ con R™ x {0} C R"*!  podemos pensar v : B;(0) — R*+1
de donde deg(v, B,0) es impar. Pero si ahora tomamos y = (0,...,0,e) con
€ > 0 chico, vale deg(v, B1(0),0) = deg(¢, B1(0),y), lo que es absurdo, porque
y ¢ $(B1(0)). D

Otra observacién elemental es que si f es impar entonces x — f(z) también es
impar. Por supuesto, es algo bobo deducir que entonces una f impar tiene siem-
pre un punto fijo, ya que f(0) = 0, pero la observacién sirve por ejemplo para
pequenas perturbaciones. A modo de aplicacién elemental, supongamos que
g :R™ — R" es una funcién impar y acotada, entonces el operador de Poincaré
asociado al problema u/(t) = g(u(t)) estd definido en R™ y es obviamente impar.
Supongamos que no tiene puntos fijos en 9B,.(0), entonces

deg(Id — P, B,.(0),0) # 0

Luego, existe n > 0 tal que si p es T-periddica con ||p|lec < 71 entonces el
problema no homogéneo v'(t) = g(u(t)) + p(t) tiene solucién T-periédica.



Pero veamos ahora algunas otras consecuencias topoldgicas de tan gratifi-
cantes hechos. Por ejemplo, el teorema de la aplicacién abierta, que es muy facil
si n = 1 pero se las trae para dimensiones mayores. En efecto, si f : (a,b) = R
es continua e inyectiva, necesariamente es monoétona y luego abierta, ya que
f(zo — 6,20 + J) es siempre un intervalo que contiene a f(zg). En particular,
esto implica que la inversa f~! : Im(f) — (a,b) es también continua. Observe-
mos, ya que estamos, que (a,b) no puede ser homeomorfo a un abierto de R™ si
n > 1 (salvo, dir4 algin gracioso, que (a,b) = (): por ejemplo, si f : (a,b) = U
es un homeomorfismo, quitando un punto a (a,b) quedard un homeomorfismo
entre un conjunto disconexo y U\{zo}, que sigue siendo conexo cuando n > 1.
Todo esto vale en general y se lo puede expresar en un solo teorema:

Teorema 0.11 (ITnvariancia de dominio) Sea U C R™ abierto y sea f : U — R
localmente inyectiva. Entonces f es abierta. En particular, si V. C R™ es
abierto y homeomorfo a U, entonces m = n.

Demostracidn: Alcanza con probar que f(B,(zg)) es un entorno de f(zg), para
lo cual se puede suponer zo = 0 = f(x¢). Consideremos h : B,(0) x [0,1] — R"

dada por
-
h(z,\) = f (11)\) - f <1_’_:§) )

de modo que h(z,0) = f(z) y h(z,1) = f (%) — f(—%) es impar. Ademds, si
h(xz,A) = 0 entonces f (HLA) =f (‘M), de modo que x = 0 ¢ 9B,-(0). Esto

T+A

prueba que deg(f, B,-(0),0) es impar y, en consecuencia, deg(f, B,(0),y) # 0
para cualquier y cercano al origen.

Si ahora ¢ : U — V es un homeomorfismo por ejemplo con n > m, definimos
f: U — R™ dada por f(z) = (p(x),0), que es inyectiva pero su imagen no es
abierta. O

A modo de ejercicio, veamos que una funcién f : R™ — R™ continua, local-
mente inyectiva y coerciva, es decir, |f(z)| — oo para |z| = oo, entonces f es
suryectiva. Esto se debe al hecho de que Im(f) es abierto, ya que la coercivi-
dad implica que también es cerrado: en efecto, si f(x,) — y, entonces {z,} es
acotada. Tomando una subsucesion, podemos suponer que converge a cierto x
y, por continuidad, vale f(z) = y.

Como dijimos, la invariancia de dominio implica que una funcién f : U — R™
continua e inyectiva tiene inversa continua f~! : Im(f) — U. Esta suerte de
‘teorema de la funcién inversa’ muestra que es posible también deducir una
versién del teorema de la funcién implicita para funciones continuas:

Teorema 0.12 Sean U C R™ y V. C R™ abiertos y sea f : U xV — R™
continua tal que f(xo,y0) = 0 para algin (xo,yo) € U X V. Si f(z,-): V — R™
es inyectiva para todo x, entonces existen Uy C U entorno de xg y una unica
¢ : Uy =V continua tal que ¢p(xo) =yo y f(x,d(x)) =0 para todo x € Uy.

Demostracidn: Sea F : U x V. — R"™™™ definida por F(z,y) = (z, f(z,v)),
que resulta continua e inyectiva, de modo que tiene inversa continua F~! :



F({U xV) — U x V. Ahora definimos Uy := {z € U : (2,0) € F({U xV)} y
¢ : Uy — V como la segunda coordenada de F~!(z,0). Entonces ¢ es continua
y f(z,¢(x)) = 0. La unicidad es clara a partir de la inyectividad de f(x,); en
particular, ¢(xg) = yo. O
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